¥ GOTEBORGS UNIVERSITET

Spelteori och strategiskt tankande

Game Theory and Strategic Thinking

Kandidatarbete tnom civilingenjorsutbildningen vid Chalmers

Daniel Abrahamsson
Nils Burreau
Marcus Guthe

Noah Imbratt
Martin Valimaki
Max Yousufi Rahimi

Institutionen fér Matematiska vetenskaper
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA
GOTEBORGS UNIVERSITET

Goteborg, Sverige 2026






Spelteori och strategiskt tdnkande

Kandidatarbete i matematik inom civilingenjorsprogrammet Teknisk fysik vid Chalmers

Noah Imbratt Max Yousufi Rahimi
Kandidatarbete 1 matematik inom civilingenjorsprogrammet Teknisk matematik vid
Chalmers

Daniel Abrahamsson  Nils Burreau Marcus Guthe
Kandidatarbete ¢ matematik inom civilingenjorsprogrammet Globala system vid Chalmers

Martin Valimaki

Handledare: Eusebio Gardella Matematiska Vetenskaper

Institutionen for Matematiska vetenskaper
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA
GOTEBORGS UNIVERSITET
Goteborg, Sverige 2026






Forord

I detta forord ges en kort bidragsrapport av kandidatarbetet.

Eventuella slarvfel, notationsfel eller stavfel tar hela gruppen ansvar 6ver da alla gruppmedlemmar
korrekturldst rapporten. En loggbok 6ver gruppen arbete har &ven forts.

I helhet har samtliga gruppmedlemmar deltagit i diskussioner kring teori, upplagg, slutsatser, infor-
mationshdmtning och resultat under hela rapportens skrivande. Nedan kommer en mer detaljerad
redogorelse av arbetsférdelningen.

Daniel Abrahamsson: Har tillsammans med Noah Imbratt haft ansvar for Kapitel 4. Enkla beslut-
sprocesser. Daniel har skrivit mest pa 4.2 och 4.3. Daniel har ocksa haft stort ansvar fér matem-
atiken bakom beviset av Nash. T ¢vrigt har han korrekturlést hela arbetet och hjalpt till dar det
har behovts.

Noah Imbratt: Skrivit inledning till Kapitel 3, inledning till Kapitel 4, 4.1, Exempel 4.3, Sats med
bevis 4.12. 4.4 optimala strategier. Defintion 5.1, Defintion 5.2. Sats 5.6. I 6vrigt; korrekturlast
och korrigerat andra delar av texten.

Martin Valiméki: Har skrivit Kapitel 7.3, Sammandrag,/ Abstract och exempel 6.2. Har for évrigt
korrekturldst hela arbetet och hjalpt till pa skrivandet av Nashbevisets forsta skede.

Marcus Guthe: Har skrivit Kapitel 7 forutom 7.3, Inledning, Exempel 3.6, Appendix del C och
D, 6verblicksintroduktionen av beviset av Sats 6.1. Aven sokt och hittat killorna som anvinds i
Kapitel 7. T 6vrigt; korrekturlést, korrigerat och diskuterat fel i andra delar av texten.

Max Yousufi Rahimi: Ansvarat for avsnitt 2 om grundliggande spelteori och lagt fram initiala
strukturen och kronologin i beviset baserat pa Nashs artikel och darutéver skrivit delar av den.
Har dven jobbat med att gora texten mer sammanhéngande genom att liagga till rimliga Gvergan-
gar mellan avsnitten och referera till definitioner dér det varit lampligt. Har &ven jobbat med att
inf6éra vissa koncept som behovdes infér Nashbeviset som att lagga till definitioner 4.5, 4.6, 6.3 och
somliga stycken i borjan av avsnitt 6. Andra bidrag har inkluderat korrekturldsning vilket foljts av
korrektion av matematiska beteckningar, sckning av killor samt omformulering av forklaringar for
att Oka lasbarheten i texten. Det sistndmnda har, som tidigare uttryckt, gjorts genom pagaende
konversation med de andra i gruppen. Slutligen har Max ansvarat fér kéllor som férekommer i
introduktionsavsnittet.

Nils Burreau: Har tillsammans med Max Yousufi Rahimi haft ansvar for Kapitel 2 och 3 och
skrivit med huvudfokus Kapitel 3. Utéver detta har Nils fokuserat pa matematiken i beviset av
Existenssatsen samt illustrativ tolkning. Nils har vidare arbetat med matematisk samstammighet
och kontinuitet i rapportens samtliga delar férutom Kapitel 7. Vidare har Nils arbetat kontinuerligt
korrekturldsning och korrigering och bearbetning av text s& som kapitelévergang.



Sammandrag

Nashs bevis for existensen av jamviktspunkter inom spelteori har lagt grunden for ett flertal
olika tillampningar, inklusive analys av forhandlingsteori, ekonomiska modeller och interna-
tionella relationer. Givet ett antal spelare med begrédnsade méngder strategier visar Nashs
teori i huvudsak att en jamviktspunkt alltid kan hittas dédr en fordndring av strategi alltid
skulle ha lett till en forsdmring av avkastning, eftersom de val som finns tillgdngliga for varje
spelare bildar ett kompakt och konvext strategirum, vilket mojliggér anvédndningen av Brouw-
ers fixpunktssats.

Rapporten bérjar med att definiera de byggstenar som kravs for att bevisa existensen av en
Nashjamvikt. Detta inkluderar en handling i ett enkelt beslutsproblem. Dérefter definieras
en strategiprofil, vilket ar en fullstindig specifikation av vad varje spelare gor vid en given
tidpunkt i ett spel med flera spelare. Fér att kunna beskriva alla handlingar i relation till
andra spelares handlingar introduceras en funktion som avbildar alla handlingar till reella
tal. Denna funktion kan till exempel avbilda en handling som utférs av ett féretag pa en viss
marknad till en given avkastning.

Déarefter definieras rationalitet, optimala strategier och beslutsprocesser 6ver tid. Vidare
utvecklas detta till att omfatta rena strategier och blandade strategier, dir en ren strategi
innebér att en handling véljs vid varje beslutspunkt utan randomisering, medan en blandad
strategi definieras som en sannolikhetsférdelning 6ver méngden rena strategier. Denna del
avslutas med definitionen av en optimal ren strategi.

Avslutningsvis introduceras och bevisas Nashjamvikt i icke-kooperativa spel, vilket leder fram
till en sats som séger att det i varje dndligt icke-kooperativt spel existerar minst en Nashjamvik-
tspunkt. Exempel ges pa tillimpningar av olika modeller diar Nashjamvikt kan anvindas for
olika strategier under olika initiala férutsattningar.

Abstract

Nash’s proof of the existence of equilibrium points in game theory has laid the foundations
for a number of different applications, including the analysis of negotiation theory, economic
models and international relations. Given a number of players with limited sets of strategies,
Nash’s theory essentially shows that an equilibrium point can always be found where a change
in strategy would always have resulted in a deterioration of payoff, as the choices available
to each player form a compact and convex strategy space, which allows for the application of
Brouwer’s fixed-point theorem.

The report begins by defining the building blocks required for the proof of Nash equilib-
rium. This includes an action in a simple decision problem. This is followed up by defining a
strategy profile which is a complete specification of what each player does at the current point
in a multiperson game. To be able to map all actions in the context of other players actions,
a function is introduced that maps all actions to real numbers. This function could for ex-
ample map an action taken by a company in any given market and mapping it to a given return.

This is followed up by defining rationality, optimal strategies and decision processes over time.
Further it is expanded to include pure strategies and mixed strategies, a pure strategy being
a strategy where an action is taken at each decision over time without randomization and a
mixed strategy being a strategy defined as a probability distribution over the set of pure strate-
gies. As the closing part of this section the definition of an optimal pure strategy is introduced.

Finally, Nash equilibrium in non-cooperative games is introduced and proven resulting in a
theorem that in every finite non-cooperative game has at least one Nash equilibrium. Examples
are given of applications of various models where Nash equilibrium can be applied to different
strategies under different initial conditions.
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1 Inledning

Betrakta tva foretag som simultant ska prissidtta en identisk produkt. Varje foretags vinst beror
inte enbart pa det egna prisvalet utan beror i lika hog grad pa motpartens beslut, ett beslut som
fattas utan kdnnedom om det andra foretagets val. Fragan om hur en rationell aktér bor agera i
en sadan situation ar inte trivial.

Situationer av detta slag dér utfallet for varje aktor beror pa samtliga inblandades beslut &r bade
vanliga och viktiga. Dessa situationer dyker upp inom ekonomi, biologi, statsvetenskap och data-
vetenskap och later sig inte modelleras med klassisk optimeringsteori dar en ensam beslutsfattare
maximerar en funktion av sina egna variabler. Spelteori dr da det matematiska ramverket f6r stra-
tegiska interaktioner mellan flera rationella aktérer och hanterar situationer dér alla aktorers beslut
paverkar varandra.

Spelteori formaliserades av John von Neumann och Oskar Morgenstern 1944 1] da den davarande
ekonomiska teorin var otillricklig for att matematiskt modellera &ven manga enkla situationer inom
ekonomi. Vidare ansag von Neumann och Morgenstern att matematikens misslyckade applikation
pé ekonomisk teori berodde till stor del pa imprecisa fragestillningar och imprecisa definitioner av
ekonomiska koncept. De standardiserade begrepp sasom nollsummespel, simpla spel och nyttofunk-
tion vilka tidigare inte haft en precis definition. Deras analys av n-personsspel antog dock att spelare
kan kommunicera och bilda koalitioner. Nash [2] introducerade istéllet en teori f6r icke-kooperativa
spel, dar varje spelare agerar sjélvstandigt utan samordning, och visade att jamviktspunkter alltid
existerar i dessa fall. Dessa jamviktspunkter kallas for Nashjamvikt och beskriver vad rationella ak-
torer forvintas gora i dessa typer av spel. Vidare kan man forsta en Nashjamvikt som ett tillstand
dar ingen aktor tjdnar pa att enskilt byta strategi. En viktig distinktion ar att en Nashjamvikt inte
nodvéndigtvis dr det beslut som &r bast for alla parter, utan garanterar endast att ingen aktor en-
sidigt kan forbéttra sitt utfall. Detta illustreras vél av Fangarnas dilemma: tva misstankta forhors
separerat och maste simultant vélja att antingen tiga eller vittna mot den andre. Om bada tiger
far bada ett lindrigt straff. Om en vittnar medan den andre tiger gar den som vittnar fri medan
den andre far ett hart straff. Om bada vittnar far bada ett mattligt straff. Eftersom det alltid &r
individuellt rationellt att vittna oavsett vad motparten gor, 4r den enda Nashjamvikten att bada
vittnar, trots att bada hade fatt det bittre om béda tigit. Detta kan ses i[Tabell 1}

Tiga  Vittna

Tiga (1, 1) (10, 0)
Vittna (0, 10) (5, 5)

Tabell 1: Strafftabellen for fangarnas dilemma dér virdena representerar antal ar i fiangelse.
Nashjamvikten (Vittna, Vittna) & markerad i nedre hogra hornet.

Insikterna om vad rationella aktorer gor i franvaro av kommunikation har fatt betydande genom-
slag inom ekonomi, ddr Nashjamvikt anvinds for att modellera bland annat priskonkurrens [3],[4],
auktioner [5] och forhandlingar |6]. Begreppet har dven funnit vida tillimpningar inom exempelvis
biologi for att modellera evolutionért stabila beteenden [7], [8], 1 frigan om resursallokering [9],
inom datavetenskap for att analysera nétverksrouting [10], och dérav &ven inom samhiéllsplanering
for att forsta trafikfloden.

Trots denna bredd &r det endast nagra av de ekonomiska tillimpningarna som kommer att disku-
teras i rapportens senare del. Rapportens huvudsakliga syfte ar att ge en introduktion till spelteori
genom satser, bevis och exempel pa spelteorins grunder. Vidare kommer dessa verktyg anvindas
for att bevisa Nash jamviktssats med hjélp av Brouwers fixpunktssats. Rapporten gar sedan vidare
till att forklara och visa applikationerna av Nashjamvikt for kontinuerliga system, detta innefattar
Bertrandmodellen, Cournotmodellen och Stackelbergmodellen. Dessa modeller ger en inblick i oli-
ka slags marknader dér foretag konkurrerar mot varandra, modellerna syftar pa att forklara vart
Nashjamvikter uppstar utifran nér foretag véljer sin prisséattning eller kvantitet producerad.



2 Grundlaggande spelteori

Inom spelteori behandlas spel, som i den hér rapporten syftar till en situation dér ett &ndligt
antal spelare vardera viljer en strategi for att maximera sin avkastningsfunktion. De sistndmnda
tva begreppen &r viktiga begrepp som definieras rigordst ijunderavsnitt 4.2 Spelare hanvisar till de
aktorer som véljer bland sina mojliga handlingar, i syftet att forbattra sina respektive avkastningar.

2.1 Val och handlingar

Under det ofta orealistiska antagandet att en handling alltid leder till dess forutsatta avkastning
kan foljande definitioner presenteras. En handling formuleras som spelarens beteende i ett enkel-
beslutsproblem, alltsa ett element ay € A; och definieras enligt nedan.

Definition 2.1. Ett val i ett enkelbeslutsproblem kallas en handling. Mdangden av alla alternati-
va handlingar tillgingliga for spelare i betecknas A; och kan vara en diskret mdngd till exempel
{a1,aq,...} eller en kontinuerlig mingd, till exempel [0,1].

Antag att vi har en dndlig méngd spelare N = {1,...,n}, for varje spelare i € N betecknar A;
méangden av mdjliga handlingar for spelare i. Detta dr alltsa en méngd som innehaller alla méjliga
handlingar for spelaren.

For att analysera vilka handlingar som ar fordelaktiga for olika spelare kridvs en matematisk be-
skrivning av hur spelarna virderar olika utfall. Detta gors med hjalp av avkastningsfunktioner som
tilldelar varje handling ett reellt virde for respektive spelare.

Definition 2.2. En avkastningsfunktion for spelare i definieras enligt
T Al — R,

som till varje handling ar € Ay, dir A; dr spelarens handlingsmdngd, tilldelar ett reellt tal for
vardera ay, vilket betecknas m;(a), dessa representerar spelarens virdering av utfallet givet samtliga
spelares handlingar.

Nagra exempel pa avkastning, som kan vara av intresse i appliceringen av spelteorin ar till exempel
méangden pengar eller materiella dgodelar. I djurriket kan man betrakta antalet avkomma eller
méangden mat som ett djur samlar infér vintern. Det blir da betydelsefullt att kunna ta reda pa
vilken handling som resulterar i de bésta utfallen; mest pengar, mat eller storst antal avkommor.
Alltsa for att svara pa fragan om vilken handling som spelaren eller aktoren bor vélja givet att
de andras val halls fasta, méaste vardet som maximerar funktionen bestdmmas, formellt argmax,
definierat enligt

.
z” € argmax f(z),

detta ar ekvivalent med

f(a*) = max f(2).

reX

Denna &r en méngd som kan innehéalla flera virden och alltsa &r en korrespondens mellan max-
imivirdet och dess motsvarande argument. Till exempel kan den optimala handlingen skrivas
a* € argmaxgea, m;i(a). Detta dr ekvivalent med

mi(a*) > mi(ak),

som géller for alla a, € A;.

Niésta steg blir da att precisera vilka antaganden som kravs for att en sadan maximering faktiskt ska
beskriva ett meningsfullt och konsekvent beslutsfattande. Det leder oss till fragan om rationalitet,
det vill sdga hur preferenser bor vara strukturerade, hur de kan relateras till handlingar samt
under vilka villkor preferenserna kan representeras av en belonings- eller nyttokonstruktion som
gbr modellen forutsédgbar.



3 Rationalitet

I spelteori modelleras aktorer som rationella beslutsfattare vilka antas fatta beslut utifran egna
preferenser och tillgédnglig information. For att kunna analysera strategiska situationer krévs darfor
en matematisk beskrivning av hur enskilda spelare jamfor olika utfall och hur dessa preferenser
paverkar valet av handling. Grundliggande antaganden introduceras som anvénds fér att beskriva
rationellt beteende. Forst behandlas preferenser mellan sdkra utfall och hur dessa kan representeras
med nyttofunktioner. Darefter utvidgas modellen till situationer dar utfallen ar osékra och repre-
senteras genom lotterier och sannolikhetsférdelningar. Slutligen introduceras optimala beteenden
och hur rationella aktorer viljer handlingar som maximerar férvintad nytta.

3.1 Forutsiagbara utfall

Inférandet av avkastningsfunktionen 7; for spelare ¢, baserat pa en handling a mojliggér model-
lering av en individs forhallningssédtt och preferensordning i férhallande till en handling. Denna
formulering presenterar ett antal aspekter som vi ska granska nérmre for att beskriva rationalitet
i spelteoretisk kontext. For det forsta ar det ar viktigt att understryka ordningsféljden i mening-
en. Vi kvantifierar ett redan existerande preferenssystem snarare dn att lata avkastningen m; vara
orsaken till individens preferens. Vi tillater olika individer att ha atskilda preferenssystem savida
de &r internt sammanhéngande och konsekventa. Vidare 6nskar vi att en individ agerar i enlighet
med sina preferenser. For att ytterligare efterlikna var modell med orsaksbaserad verkan bor vi
tillata att en individ lika gérna kan fokusera och ordna sitt preferenssystem utefter resultat. Har
antas att det inte rader osékerhet i beslutssituationen, det vill sdga att spelaren vet exakt vilket
utfall varje handling leder till. Lat Q beteckna méngden av mdjliga utfall. Om en individ féredrar
utfallet wy Over wy strikt, alternativt svagt, betecknas detta wy = ws respektive wi = wy medan
likgiltighet infér de tva utfallen betecknas wq ~ wa.

Definition 3.1. En aktor anses vara rationell under visshet om dennes preferens mellan olika
utfall uppfyller for alla wy,ws,ws € Q att

1. w1 t w2 eller w2 i w1
2. Om w1 = wo och we = w3 sd gdller det att wi = ws.

De ovanstaende kraven refereras till som fullstandighet respektive transitivitet och sdkerstéller
att aktoren kan ta stdllning till samtliga parvis jamforda mojliga utfall efter preferens péa ett
sammanhéngande sidtt. Det bor noteras att vi mojliggjort for en hierarkisk ordning vilket inte
ar en kvantifiering av preferens. Vi kan inte séga nagot om till vilken grad aktoren onskar ett
utfall, endast ordningsférhallandet. Vi vill, likt avkastningsfunktionen 7;, inféra en funktion vilken
beskriver detta.

Definition 3.2. En nyttofunktion dr en funktion u; : @ — R som uppfyller for alla wy,ws, w3 €
att

1. wi(wy) > u;(w2) om och endast om wy = way
2. u;i(w1) = u;i(we) om och endast om wy ~ wa.

Givet att det inte finns nagon ovisshet géillande vad en viss handling a far for utfall som vi an-
tagit, kan valet av optimal handling formuleras direkt i termer av nytta. Varje handling ger da
ett bestdmt utfall w(a) € Q, och att maximera avkastning kan likstéllas med att maximera nytto-
funktionen. Sambandet mellan avkastning och nytta kan darfor skrivas som m;(a) = w;(w(a)). En
rimlig utveckling &r att forestélla sig det mer verklighetsnéra fallet da en handling kan leda till en
rad olika utfall i kontrast mot det deterministiska perspektivet behandlat i detta avsnittet samt
hur konceptet kring rationalitet kan utvidgas.

3.2 Lotterier

Nér utfallet av en handling inte dr kint med sédkerhet kan vi inte ldngre identifiera avkastning med
nyttighet pa samma direkta sétt som i det deterministiska fallet. Istéllet modelleras osdkerheten



genom en representation som kopplar varje handling till en sannolikhetsférdelning 6ver maojliga
utfall. Vi vill alltsa lata nytta enbart bero pa utfall och avkastning bero pa handling men inféra
statistisk vikt som beskriver sannolikheten att en handling a leder till utfall w.

Definition 3.3. FEtt lotteri A dr en mdngd i vilken vardera element p € \ dr sannolikheten att
utfallet w, for alla element w € ), intriffar. Sannolikheten att det specifika utfallet w intrdffar i
ett lotteri A betecknas p(w|\).

Mangden av alla lotterier med avseende pa €2 betecknas A. For kommande definition av rationalitet
definierar vi ett sammansatt lotteri som en linjarkombination av lotterier fran samma méngd A
med tillhérande sannolikheter eller vikter, bendmnda g, att intraffa. Till exempel ar gA; 4 (1 —¢) Ao
med 0 < ¢ < 1 ett sammansatt lotteri.

Definition 3.4. En aktor sigs vara rationell under ovisshet alternativt rationell om dess prefe-
renser infor en uppsdtining lotterier uppfyller

1. Fullstindighet <= Antingen gdller A\ = Ao eller Ao = My
Transitvitet <= Om A1 = Ay och \o = A3 sd gdller det att A1 = A3

Monotonitet <= Om A1 = Aa och q1 > g2 sd galler att g1 A1+ (1—q1)A2 = @M1+ (1 —g2) Ao

e b

Kontinuitet <= Om A = Ao och Ay = A3 sd existerar det en sannolikhet q sidan att
Ao~ qA1 + (1 — q)/\3

5. Sjdlvstindighet <= A1 > Aa sd gdller att gh1 + (1 — @)Xz > gha + (1 — q)As.

Fullstédndighet och transitivitet fyller samma funktion som beskrivet innan, monotonitet och konti-
nuitet sékerstéller sldt forandring i lotteriers gynnsamhet vid féréndrad sannolikhet for ett specifikt
utfall. Sjéalvstdndighet sékerstéller att preferens enbart beror pa skillnaden mellan lotterierna.

Hur bor en spelare ta stéllning till lotterier? Det vill séga; hur férhaller sig avkastningsfunktionen
till lotterier? Det avgodrs av individens nyttofunktion men det finns tva storheter av storre intresse,
det forvintade utfallets nytta, det vill siga u(E(w)), och den forvintade nyttigheten E(u(w)).

Sats 3.5. Anta att en spelare dr rationell under ovisshet. Vi kan definiera en nyttofunktion w; :
Q — R wvilken uppfyller att dd en rationell spelare i forsoker mazimera avkastningen m;(a) sd
forsoker denne maximera den forvintade nyttigheten, det vill sdga

mi(a) = > pwlA(a))ui(w),

weN

Vi kan nu tala om hur spelaren forhaller sig till risk. Om en spelares nyttofunktion uppfyller att
nyttan av det forvintade utfallet &r storre &n den férvantade nyttan dver utfall sa sdgs spelaren
ha en aversion mot risk, den féredrar sékerhet 6ver potentiell nytta, medan om motsatsen géller
sd sigs spelaren vara riskbenégen och virdesétter da potentiell nytta 6ver sdkerhet. Matematiskt
beskrivs detta som E(u;(w)) < u;(E(w)) respektive u;(E(w)) < E(u;(w)). Vi illustrerar detta med
ett exempel.

Exempel 3.6. Betrakta ett spel ddr spelaren antingen kan ingd i ett lotteri och fd 100 kr eller 900
kr med lika sannolikhet, eller vdlja en garanterad summa pd 500 kr. Lat den riskaversa spelaren,
Spelare 1, ha den logaritmiska nyttofunktionen uy(w) = In(w) vilket innebdr att marginalnyttan
avtar med okad formaogenhet. Den forvintade nyttan av att vilja lotteriet ges dd av

E(ur (w)) = %m(wo) + %111(900) ~ 5T

medan nyttan av det sikra beloppet ges av

u1(E(w)) = In(500) ~ 6.2.



Eftersom uy (E(w)) > E(uy(w)) foredrar Spelare 1 det sikra beloppet framfor lotteriet. Lat en risk-

bendgen spelare, Spelare 2 istdllet ha nyttofunktionen us(w) = (1%)0)2, vilket innebdr att marginal-

nyttan 6kar med formdgenheten. Den férvintade nyttan av att vilja samma lotteri ges da av

1,100

E(uz(w)) = 5(@

1,900
Zr (=) =4
;A 2(100) 0
medan nyttan av det sdikra beloppet ges av

us(B(w)) = (50)? = 25.

Eftersom E(ug(w)) > uz(E(w)) foredrar den riskbendgna spelaren lotteriet framfor det sikra belop-
pet. Den generella principen om riskaversion och riskbendgenhet illustreras i Figur[}

Riskaversion Riskbenégenhet

5 3 E(u(w)
3 2
\
u(E(w))

Figur 1: Riskaversion, konkavt u, ger u(E(w)) > E(u(w)), medan riskbenégenhet, konvext u, ger
u(E(w)) < E(u(w)).

En naturlig fortsattning ar att stélla sig fragan vilken roll slumpen spelar i handlingar i kontrast
till slumpen i resultatet av bestdmda handlingar, som behandlats i detta avsnitt.

3.3 Optimala beteenden

Om vi forsoker hitta det forhallningssétt som maximerar avkastning bor vi inte avskriva mdoj-
ligheten att avkastning kan gynnas av att involvera slumpméssighet i handlingsvalet. Anta att
en individ star infér ett problem med mojliga handlingar ur en diskret och dndlig mangd A; =
{a1,az,...,a;,}. Om ovisshet existerar kring vilket resultat som en handling leder till, kan de olika
fallen jamforas ur ett probabilistiskt perspektiv. Ovissheten kan modelleras som en slumpvariabel
X med motsvarande sannolikheter, dar slumpvariablarna antar virden motsvarande olika tillstdnd
av omgivningen, det kan till exempel vara ekonomiska forhallanden i en marknad eller ett land.
Omgivningen &r alltsa systemet i vilket handlingarna utférs och som regleras av sannolikheter.
Vidare ansétts X som méngden av alla tillstind i den omgivningen. P(X = x) betecknar sanno-
likheten for att ett visst tillstand z ska antas. Om vi definierar avkastningen associerat med en
handling bendmnt a, for en spelare 4, som 7;(a|z), blir avkastningen som denna handling leder till
under ovisshet

mi(a) = Y mi(alz)P(X = ). (1)

zeX

Da blir det optimala handlingen fér spelaren

a” € arg max ;(m(a\x)P(X =1). (2)



Definition 3.7. Ldt B beteckna mdngden av mdojliga generella beteenden. Ett generellt beteende
b € B dr en uppsdttning sannolikheter {p(a1),p(az), ... p(am)} for valet av vardera mdjlig handling
ap € A;.

Alltsa ar p(ay) sannolikheten for att handling ax ska véljas i det specifika beslutstillféllet.

Definition 3.8. Stddet dar en mingd M(b) C A; for ett beteende b som bestdr av alla handlingar
for spelare i som uppfyller att p(ag) > 0.

Stodet kan alltsa tolkas som méngden av alla handlingar som ett visst beteende tillater for. Nota-
tionen for stodet av ett element dterkommer i annan kontext langre fram i texten och definieras pa
samma sitt som Defintion Avkastningen for beteende b € B fas d4 som summan av vardera
mojlig handlings avkastning viktat med dess respektive sannolikhet vilket matematiskt formuleras

mi(0) = Y pla)mi(a), (3)

acA;
det vill sdga det diskreta véntevirdet. Notera att Ekvation [3|tillater for att inkludera ovisshet med
avseende p& omgivningens tillstand &ven f6r beteenden, vilket blir en utékning av Ekvation [I]enligt

mi(b) = Y P(X = 2)m(b|v),
reX
dér x ar omgivningens tillstdnd. Optimum for beteenden definieras analogt till handlingar, se
Ekvation [2| Féljden blir att om b* &r ett optimalt beteende géller att m;(b*) > m;(b) for alla b € B.
Med ovanstaende terminologi faststdlld kan fragan om vare sig maximal avkastning enbart kan
erhallas genom att anamma ett slumpmaéssigt beteende besvaras.

Sats 3.9. Ldit b* vara ett optimalt beteende med stod M(b*). Dd gdller for alla M(b*)

71'2'(@) = Wl(b*)
Bevis. Beviset redogor for fallet da M(b*) innehéller fler &n en handling, d& handlingen a € M(b*)
onekligen dr optimal om den &r det enda alternativet for handlingen i ett optimalt beteende. Borja

med att anta motsatsen. D4 méste det existera en handling a € M(b*) sadan att m;(a) # m;(b*)
och, i synnerhet, ett a* € M(b*) sadant att m;(a*) > m;(b*).

m(b*) =Y pla)imi(a)
acA*
=pla)m@)+ Y pla)ma)

a€A*\{a*}

<plam(@)+ Y pla)mi(a”)
a€A*\{a*}
=m;(a")
enligt satsen om total sannolikhet. Alltsa &r b* inte optimal vilket &r en motségelse. O

Resultatet séger oss att det alltid maste existera minst en optimal handling som ger samma av-
kastning som det optimala beteendet. En spelare &r darfér ej nédgad att involvera slumpméssiga
beteenden om denne vill maximera sin avkastning i ett enkelbeslutsproblem. Nésta fraga att un-
dersoka ar hur vara modeller dndras om vi betraktar flera beslutstillfallen.

4 Enkla beslutsprocesser

For att kunna analysera strategiska situationer 6ver tid krévs emellertid en modell déar beslut fattas
sekventiellt och dér framtida val kan bero pa tidigare handlingar. I detta kapitel studeras enkla
beslutsprocesser for en enskild beslutsfattare. Beslutsprocesserna representeras med beslutstrad dar
varje beslutsnod motsvarar ett tillfdlle da individen véljer en handling ur en given handlingsméangd.
Utifran dessa strukturer introduceras strategier, strategiprofiler och olika former av randomisering
mellan strategier. Vidare behandlas beteendestrategier och deras relation till blandade strategier.
Slutligen introduceras optimala strategier och optimalitetsprincipen, vilken ligger till grund for
analys av dynamiska beslutssituationer.



4.1 Beslutsprocesser over tid

En beslutsprocess bestar av en sekvens av potentiella beslutspunkter dir en aktor vid varje punkt
valjer en handling ur en given handlingsméngd. Tva komponenter av vad som féreslas vara strate-
giska beteenden illustreras. Dér ena innefattar en avsaknad av en omedelbar beléning pa grund av
en forvintad framtida avloning. Den andra innefattar istéllet en utgadngspunkt dér beroendet av
andra spelare tas i beaktning. Processen kan avslutas innan samtliga beslutspunkter nas, beroende
pa tidigare val.

Definition 4.1. Eitt beslutstrdd dr en grafisk representation av en sekventiell beslutsprocess ddir
en aktor stdlls infor en foljd av val éver tid. Tridet bestdr av beslutsnoder, vilka representerar
punkter ddr aktoren viljer en handling ur en given handlingsmdngd, samt grenar som motsvarar
de mdjliga valen och deras konsekvenser. Mdngden av alla beslutsnoder betecknas med H.

Formellt representeras en beslutsprocess av ett |H| antal beslutsnoder och en handlingsméngd A ;
for varje nod j € H.

4.2 Strategier

Definition 4.2. En strategi anger vilken handling som fattas i varje beslutsnod. En ren strategi,
s, kallas en strategi ddr ett bestamt val gérs vid varje beslutsnod utan randomisering. Alla rena
strategier som finns i ett givet beslutstrid betecknas mdangden S.

Anta att beslutsprocessen innehéaller |H| handlingssnoder och vid varje nod j finns en handlings-
méngd dér A; beskriver handlingarna som kan goras vid beslutsnoden j. Da definieras méngden
av rena strategier S enligt den kartesiska produkten 6ver alla handlingsméngder:

S=A; x Az x - x Ay (4)

Exempel 4.3. Anta att det existerar tre beslutsnoder ddr handlingsmdngderna dr Ay = {a1, a2},
Ao = {as, a4} och Az = {as,as}. Dd ges den rena strategimdngden enligt S = Aq X Aa x As.
Strategimdngden kan appliceras i bida beslutstriden i [Figur 3.

as aq as aq as ae

as ag

Figur 2: Tva beslutstrad som kan ge upphov till ssamma méngd rena strategier, S = A; X Az X Aj
med beslutsnoder 1, 2 och 3.

Definition 4.4. Resultatet av besluten som en individ fattar ndr den féljer en viss strategi kallas
for strategins utfall.

En strategi beskriver dock mer &n bara den vig som tas fran toppen till botten av beslutstradet.
Den bestdmmer &ven vilket val som skulle gjorts vid de noder som inte nas nér strategin genom-
fors. Utfallet omfattar ddremot endast de beslut som faktiskt tas. Strategin innehaller darfér mer
information &n utfallet, och det observerade beteendet i form av vilka beslut som fattas speglar
endast en del av den fullstdndiga strategin. Vidare kan en strategiprofil definieras enligt nedan.



Definition 4.5. Lit N = {1,...,n} vara en andlig mdngd spelare, och for varje i € N, lat S;
vara mangden av spelare i:s rena strategier. En strategiprofil § definieras da som

§:(81,...7Sn)€ HSu

iEN
ddr s; € S; dr den strategi som valts av spelare i. Mdngden av alla strategiprofiler betecknas S.

Definitionen av avkastningsfunktion kan nu definieras mer rigorost med hjélp av strategiprofiler
enligt nedan.

Definition 4.6. Fir varje spelare i € N dr en avkastningsfunktion en avbildning

S — R,
som till varje strategiprofil § € S tilldelar ett reellt tal m;(8), vilket representerar spelare i:s avkast-
ning.

Notera att det inte &r av intresse att betrakta vad varje enskilt spelare gor ur kontexten av de
andra spelarnas strategier.

4.3 Randomisering av strategier

Definition 4.7. En blandad strategi o definieras som en sannolikhetsfordelning éver mdngden av
rena strategier S. Den anger med vilken sannolikhet p(s) varje ren strategi s € S viljs.

Alltsa kan den blandade strategin representeras som sannolikhetsvektorn o = (p(s))scs dér p(s) >
0 for alla s € S och ) _¢p(s) = 1. Nér alla sannolikheter &r noll férutom en, far vi tillbaka den
rena strategin, vilket darfor kan ses som ett specialfall av en blandad strategi.

Om vi betraktar S som en ordnad méngd kan vi darfor uttrycka en spelares rena strategier pa
vektorform.

Exempel 4.8. Lit S = {s1, 82, $3,84}. Pd vektorform kan vi skriva s; = (1, 0, 0, 0), sy =
(0, 1, 0, 0) och dylikt for s3 och s4

En blandad strategi kan dérfor skrivas som en viktad summa av rena strategier, dér vikterna
ges av sannolikheterna p(s) enligt

o= Z p(s) s.
ses

Definition 4.9. Stédet M(o) till en blandad strategi dr den delmdngd som bestir av alla rena
strategier som tilldelas positiv sannolikhet.

Detta &r alltsd de rena strategier som kan komma att spelas under den blandade strategin. Ex-
empelvis kan méngden av rena strategier S = {s1, so, s3, 54} anviindas till att skapa den blandade
strategin o = (0.3, 0, 0.7, 0), dar stodet {6r denna skrivs da som M(o) = {s1, s3}.

Definition 4.10. En beteendestrategi 5 beskriver for varje nod en sover handlingsmdangden for
den noden.

Intuitivt innebér detta att besluten slumpas lokalt vid varje beslutspunkt i trédet, till skillnad fran
blandade strategier som randomiserar 6ver hela méangden av rena strategier.

Definition 4.11. En blandad strategi och en beteendestrategi kallas ekvivalenta om de ger upphov
till samma sannolikheter for alla rena strategier.

Sats 4.12. Vi formulerar nu ett samband mellan beteendestrategi och blandad representation:

1. Varje beteendestrategi har en blandad representation.



2. Varje blandad strategi har en beteendemdssig representation.

Bewis. Vi bevisar bade del 1 och 2 av satsen.

1. Som tidigare, 1at H vara mingden av alla noder som finns i beslutstriadet och j € H vara en
nod och A; d& vara méngden handlingar tillgdnglig vid nod j for den person vars beslutstrad
betraktas.

En enskild spelare som tillimpar en ren strategi s passerar en mingd beslutsnoder H(s) C H
genom att vilja en handling a;(s) € A, vid varje nod j € H(s). En beteendestrategi 8 kan
tilldela sannolikheten p(a;(s)) till varje handling vid varje nod och sannolikheten att genomgé
en hel ren strategi s ar produkten av dessa langs vigen

ps) =[] pla;(s)).

JEH(s)

En blandad strategis representation av 5 ges da som
op = p(s)s
sES
da

> I »lajsn =1

SES jeH(s)

2. Lat 0 = ) _gp(s)s vara en blandad strategi. For varje beslutsnod j lat S(j) C S vara
méngden rena strategier som nar nod j, och for varje handling a; € A;, 14t S(a;,j) C S(j)
vara de rena strategier som véljer handling a; vid nod j. Beteckna sannolikheten att na nod
j under o som

pe(i) = Y pls)
s€S(j)
och dé sannolikheten att na j och vilja a; som
pa(ajvj) = Z p(S).
s€S(aj,j)
For varje nod j med p,(j) # 0 definierar vi sannolikheten att vélja a; vid j som p(a;) =

p(;L("j’)j). Eftersom S(aj, ) for olika a; € A; partitionerar S; géller det

Za,‘GA,‘ p”(aj ¥ Po (j)
oA, Po(j Po(j
sa p(a;) definierar en giltig sannolikhetsfordelning vid varje nod. Samlingen av dessa fordel-
ningar for alla j utgér en beteendestrategi vilket &r den beteendeméssiga representationen
av o.

O

Ekvivalensen medfor att valet av representation inte paverkar sannolikheten hos de olika utfallen
eller de forviantade avkastningarna. Darmed kan man alltid vélja den representation som passar
bést for problemet i fraga. Det visar sig dven att det alltid finns en optimal handling i enskilda
beslut inom beslutsprocesser.annolikhetsfordelning



4.4 Optimala strategier

Lemma 4.13. Ldt o* vara en optimal blandad strategi for en enskild spelare, med stod S*. Dd
gdller m;(s) = m;(c*) for alla s € S*.

Bevis. Om S* endast innehaller en strategi &r lemmat trivialt. Antag nu att S* innehéller mer &n
en strategi. Om pastaendet dr falskt ger minst en strategi en hogre utdelning én 7;(c*). Lat m;(s’)
ge hogst vinst. Da géller

mi(o") =Y pls)mi(s) = Y p(s)mi(s) + p(s")mi(s')
s€S* seS \{s'}

< Y pe)mils) +p(s)mi(s’) = m(s),

seS*\{s'}
vilket motséger antagandet att o* &r optimal. O
Sats 4.14. Fér varje beslutsprocess foljer att en optimal ren strategi kan hittas.

Bevis. Fran vet vi att varje beteendestrategi d&tminstone har en ekvivalent blandad
strategi. Det fOljer att ingen beteendestrategi kan ha en stérre utdelning gentemot den som kan
fas utifran anvéndning av blandad strategi. Det foljer ddrmed fran foregaende lemma att om en
optimerad blandad strategi existerar, da finns &ven en optimal ren strategi. O

Hittills har vi nu studerat beslutsprocesser fér en enskild spelare. For att kunna formulera och
bevisa existenssatsen for Nashjamvikt behover vi utvidga ramverket till situationer déar flera spela-
re interagerar strategiskt i sa kallade s kallade icke-kooperativa spel. For storre beslutstrad okar
arbetsgangen exponentiellt. Ett trad med n beslutsnoder vardera med 2 méjliga handlingar ger 2™
rena strategier. For att underldtta introduceras Optimalitetsprincipen. Principen menar pa att om
O6nskan for optimala beslut for ett beslutsproblem finns, géller det att anta optimerat beslutsfat-
tande i framtiden.

Foljande defintion ges i forebyggande syfte for att sedan introducera Optimalitetsprincipen.

Definition 4.15. En partiell historia j dr féljden av beslut som har fattats av en individ fram till
en viss given tidpunkt eller en beslutsnod j. Vid starten av en beslutsprocess (ndr inga beslut dnnu
har fattats) har vi nollhistoriken, j = &. En fullstindig historia for en strategi benimnd s, dr den
fullstindiga foljden av alla beslut som skulle fattas av en individ som foljer den strategin, och den
betecknas H(s).

Anmérkning 4.16. Om en individ har perfekt minne, att den minns alla sina tidigare beslut, sd
har varje beslutsnod en unik historia och varje historia bestammer en unik (aktuell) beslutsnod.

Definiera delméngden av rena strategier S (j) C S som innehaller alla strategier med historia j,
men som kan skilja sig &t i de handlingar som viljs i framtiden. Den optimala utdelning 7} som
en individ ¢ kan uppnd givet att historien ar j ges da av

(s ]]) = max m(s).

Antag nu att individen har ett val fran en handlingsméngd A; vid den nod j som nés av att folja

j. Efter att beslutet har fattats kommer historiken att vara foljden j med den valda handlingen a
tillagd. Vi skriver detta som j,a.

Sats 4.17 (Optimalitetsprincipen). For en individ med perfekt minne gdller:
1w (s| H(s)) = mi(s),
2. 7i(s | §) = maxaen, (s | ,a),

8. T = maxseg(e) T (s | D).
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Bewvis. Vi bevisar nu alla tre delar av satsen.

1. Enligt definitionen av H(s) har individen inga fler beslut att fatta, och den biista avkastning
som kan uppnas ar den som redan erhélls genom att folja strategin s.

2. En ren strategi ar en foljd av handlingar

§= {aOaala sy Qg Qg1 G542, - 7aH}a
sa att
mi(s) = 771'(@07%7--~7aj,aj+1>aj+2,-~-7aH)~
Lat den partiella historien h vara den givna f6ljden {ag, a1,...,a;}. Da géller
* ~ * ~
i (s|j)= max m(ag,a1,...,0;5,8541,...,05) =maxm; (s|J,a;41)-
Aj41,--,0H Aj41

3. Historien j = @ betecknar optimeringsproblemet fran borjan. Alltsa éir S(@) = S, och

Sgﬁé) (s | @) = nsleaécﬂi(s) =

O

Principen leder direkt till en bekvém 16sningsmetod av dynamiska beslutsproblem. Om de optimala
besluten vill hittas forst, genom att anta ett krav pa framtida optimala beslut, &r det logiskt att
borja vid de framtida besluten. Det vill sdga att arbeta baklidnges i beslutstraden genom sé kallad
bakldngesinduktion. Proceduren illustreras i ett applikationsexempel i junderavsnitt 7.3|

Vi har nu formulerat nagra av spelteorins grunder for att kunna formulera och bevisa Existenssatsen
av Nashjamvikt i dndliga spel vilket &r arbetets huvudfokus. Vi har dven visat ekvivalens mellan
representationer av slumpmaéssighet. Detta for att enbart behéva bevisa satsen for ett visst sitt
att modellera slumpmaéssighet men bevara giltigheten for alla representationer.

5 Existenssatsen om Nashjamvikt

Innan vi kan definiera Nashjamvikt, definierar vi nu icke-kooperativa spel, vilket utgor den klass
av spel dar Nashs jamviktssats appliceras.

Definition 5.1. FEtt icke-kooperativt spel ar ett spel ddr varje spelare fattar ett beslut utifran att
sjalvstindigt maximera sin egen nytta utan samarbete eller bindande dverenskommelse med andra
spelare.

En jamviktspunkt for icke-kooperativa spel definieras for att ge underlag for Nashjamvikt.

Definition 5.2. En jamviktspunkt i ett icke-kooperativt spel dr en strategikombination dér ingen
spelare kan forbattra sin nytta genom att ensidigt byta strategi, givet att ovriga spelares strategier
halls fasta.

For att ytterligare fortydliga spelet som betraktas i behandlingen av Nashs jamviktssats fortydligas
dven andliga spel har

Definition 5.3. [ ett &ndligt spel har varje spelare ett dndligt antal blandade strategier.

Foljande tva definitioner kommer ocksa att anvindas i behandlingen av méngden blandade stra-
tegier och presenteras darfor har

Definition 5.4. En mdingd ¥ C R™ kallas konvex om for alla x,y € ¥ och alla A € [0,1] gdller
att \x + (1 = Ny € X.

Definition 5.5. En mdngd ¥ C R™ kallas kompakt om den dr sluten och begrinsad.
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Vi har nu alla verktyg for att introducera satsen om Nashjamvikt.
Sats 5.6. For varje dndligt icke-kooperativt spel existerar alltid minst en Nashjimuiktspunkt.

Satsens resultat kan anses forvanande da det &ar langt ifran uppenbart att en sddan jamvikt alltid
ska existera da alla spelare har motstrida intressen och ingen central koordinering. Vi ger nu en
kort 6verblick av hur kommande bevis kommer fram till detta. I beviset som f6ljer konstrueras en
funktion T vilken ska uppfylla forutsittningarna for Brouwers fixpunktssats detta for
att understryka existensen av fixpunkter, och att dess fixpunkter ska sammanfalla med Nashjam-
vikter. Vi onskar att T tar en strategiprofil och forbéttrar vardera strategi om mojligt, det vill sdga
aterger en forbattradstrategi vilket sikerstéller att T' avbildar mangden av alla strategiprofiler pa
sig sjalv. Kontinuitetskravet uppfylls d& avkastningsfunktionen, och saledes férbattringsfunktionen
ar kontinuerliga.

Slutligen visas att fixpunkter under 7" sammanfaller med Nashjdmvikter, det vill sdga att T enbart
har fixpunkter dar ingen spelare kan forbéttra sin strategi. Rent intuitivt kan man forsta det som
om T alltid gick att forbattra skulle 1" sakna fixpunkter, men d& strategirummet &r begrénsat
maste processen stanna nagonstans och den punkten ar da en Nashjamvikt.

6 Bevis av Existenssatsen om Nashjamvikt

I det hér avsnittet bevisas Nashjamvikt med hjélp av Brouwers fixpunktssats, baserat pa Nashs
originalartikel fran 1951 |2]. Definitioner, terminologi och resonemang ér baserade pé denna artikel
om inget annat anges.

Sats 6.1. Lat X C R™ wvara konvex, kompakt och icke-tom. Om T : ¥ — ¥ ar kontinuerlig sd
existerar det en fixpunkt.

Denna sats kommer anvindas utan att bevisas, se Appendix[B]for bevis av ett specialfall av satsen.
Innan vi kan presentera beviset for satsen om Nashjamvikt behévs nagra definitioner och beteck-
ningar klargoras. Lat r; € A,,, beteckna en godtycklig blandad strategi for spelare i, dir A,,, ar
méngden av blandade strategier for spelare i. En strategiprofil &, som definieras i Definition ar
en jamviktspunkt om och endast om ingen spelare kan forbéttra sin avkastning genom att &ndra
strategi. Det vill sdga om
mi(6) = max i (657;)

for alla spelare i. Har betecknar m;(6; ;) avkastningen av en strategiprofil dér spelare ¢ ensidigt
byter strategi. Lat o; vara spelare ¢:s blandade strategi i &. Villkoret séger alltsa att o; &r ett basta
svar mot de dvriga spelarnas strategier o_;. Eftersom avkastningsfunktionen &r linjdr i spelarens
egen blandade strategi, och s; o betecknar spelare i:s a:te rena strategi, géller

max m;(6;1;) = max m;(5; Sia)s
Ti (0%

Vidare, for att beskriva rummet av blandade strategier som uppfyller kriterierna fér Brouwers sats
behdver ny notation introduceras. Lat ¢; , vara sannolikheten att spelare ¢ véljer den rena strategin
s;.o och m; vara antalet rena strategier tillgéngliga for spelare i. Ett simplex for spelare ¢ definieras

da som
m;
A, = {CERTi : Zci)a = 1}.
a=1

Simplexet A,,, &r alltsd méngden av alla blandade strategier for spelare ¢ och utgdr en faktor i
produkten

n n
Z:HAmiCRM, M:Zmi
i=1 i=1
dar ¥ betecknar méngden av alla blandade strategiprofiler. Det innebér att for m; rena strategier

ar det blandade strategirummet for spelare i ett (m; — 1)-dimensionellt simplex. Om varje ren
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strategi s; o férknippas med en basvektor i R™ sa att s, 1 = (1,0,...,0), s;2 = (0,1, ...,0) och sa
vidare kan den blandade strategin for spelare i skrivas som

m;
o= E Ci,aSi,a = (Ci,1, -, Ciim,;) € Am,
a=1

En blandad strategiprofil ar d& en n-tupel 6 = (o1, ...,0,) € X, det vill sidga ett val av blanda-
de strategier for var och en av de n spelarna. Avkastningsfunktionen f6r spelare i, som tidigare
definierats for rena strategier i Definition utvidgas till blandade strategiprofiler enligt

n
ﬂ-i(&) = Z H Cj,ay ﬂ-i(8170¢17 Tt Snﬂln)’ (5)
j=1

1.0

I beviset diskuteras dven endast bytet till rena strategier, vilket vi nu visar ar tillrackligt. Anled-
ningen till varfor endast rena strategier beaktas ar att avkastningsfunktionen ar linjar i o;, vilket
innebér att avkastningen av en blandad strategi ar ett viktat medelvirde av avkastningen for rena
strategier. Detta kan ses via

7Ti(6;7”i) = T (6; Zci,asi,a> = Zci,aﬂi(5§sz‘,a)
(e} «

dér ¢; o kan tolkas som en viktning. Da ett medelvirde aldrig &r storre dn sitt maximum har vi

> ciami(638ia) < max m;(J; 8i,a)
[0

med likhet nér all vikt ldggs pa de rena strategier som uppnar maximum.

Bevis av existens av Nashjamuikt. Vi konstruerar en kontinuerlig avbildning 7" pa rummet av n-
tuplar sddana att fixpunkterna av T ar jamviktspunkterna i spelet. Lat m;(o) vara avkastnings-
funktionen for spelare i for en blandad strategi. P4 motsvarande sétt skrivs avkastningsfunktion
om personen véljer att byta till dess a:te rena strategi, s; o, som m; (c). Mer tydligt kan vi séga
att m;.o(0) := m;(0, 8; o) medans resterande spelare fortsitter anvinda deras blandade strategier
enligt . Vi kan da definiera en funktion

¥ia(0) = max(0,m; o (o) — mi(0)). (6)

For vardera komponent o; i 6 = (01,032, ..., 0y, ) definierar vi en modifikation o genom

o = 7 + 20 Pia(0)Sia
L, pialo)

vilket ger 6’ = (04,0%,...,00,). Vi ska nu visa att fixpunkterna for avbildningen 7: ¥ — ¥ &r
jamviktspunkter. For att kravet for transformationen T' givet i Brouwers sats ska gélla behover o}
vara en giltig blandad strategi, vilket &r sant. Alla termer #r icke-negativa eftersom ¢; (o) > 0,
och

m;

" . a1 Oisa+ Y Pial0)
Z OiSq = rr =1
ot 1+ 3 0L Pialo)

Alltsa géller o, € A,,,, och dirmed T'(o0) € X.

Avkastningsfunktionerna 7;(o) och m;,(c) &r kontinuerliga da de ar dndliga summor av produkter
av sannolikhetskomponenter enligt Ekvation [5| Darmed ar &ven ¢; , kontinuerlig di den ar ett
maximum av tva kontinuerliga funktioner enligt Ekvation [6] Det foljer att 7" dr en kontinuerlig
transformation da transformationen definieras komponentvis av kontinuerliga funktioner och nam-
naren alltid &r nollskild.
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Betrakta en n-tupel &, spelarens i’s blandade strategi o; kommer anvinda vissa av sina rena
strategier. En del av dessa rena strategierna, sig s;., kommer vara suboptimala sadana att
Tia(0) < m;(0), vilket i sin tur leder till att ¢; (o) = max(0, 7; (0) —m;(0)) = 0. Om n-tupeln &
rakar vara bestdmd under transformatorn 7" s& kommer proportionen av s; , som anvénds i o; inte
bli minskad av 7. Alltsa, for alla 5 sa maste ¢; g(o) vara noll fér att hindra ndmnaren 145" ¢; o
i Ekvation [0] fran att 6ka fran 1. Detta innebér att om o &r bestdmd under T for valfritt ¢ och 3,
vi,3(0) = 0. Ingen spelare kan dérav forbéttra sin avkastning genom att byta till en ren strategi
s;.8, vilket &r ett kriterium fér jamviktspunkter enligt Definition Omvént géller dven att om
¢ ar en jamviktspunkt s& dr det dven en fixpunkt under 7" och alla ¢ forsvinner. Eftersom strate-
girummet ¥ dr kompakt och konvext, se[D-2] och T': ¥ — ¥ dr kontinuerlig, foljer av
att T har minst en fixpunkt, som motsvarar en jamviktspunkt. O

6.1 Exempel

For att battre illustrera hur Nashjamvikt fungerar kommer det introduceras ett exempel nedan med
férklaring. Exemplet ar taget ur Nash ursprungliga bevis och dr omskrivet till moderna spelteoretisk
notationer for att lattare illustrera teorin.

Exempel 6.2. Anta att det finns tvd spelare, Spelare 1 och Spelare 2 med strategier a, b respektive
«, B. Avkastningen for de tva spelarnas strategier dr beroende pd den andra spelaren med féljande
tabell.

| _«a B
a| (5,—-3) (—4,4)
b (_Sa 5) (37 _4)
Alltsa om Spelare 1 viljer strategi a och Spelare 2 wvdiljer strategi o far spelarna avkastningen

(5,—=3). For att bestamma den forvintade avkastningen for Spelare 1 givet att Spelare 2 viljer «
med sannolikhet p och B med sannolikhet 1 — p berdknar vi avkastningen som

mi(a) =5p+ (—4)(1 —p) =9p —4

m1(b) = (=5)p+3(1 —p) = 3 — 8p.

Fér att Spelare 1 ska vara indifferent mellan strategierna a och b krdvs det att de ger samma
forvintade avkastning. 9p — 4 = 3 — 8p wvilket medfor att p = 1% ochl—p= 1—76 Genom att berikna
samma sannolikhet for Spelare 2 far vi

9 7
g1 = (TGGJ, TGb)

7 10
02 = (ﬁ% ﬁﬂ)

som blandade strategier for de tva spelarna. I jamuvikt dr bada spelarna indifferenta mellan de rena
strategier som ingdr i deras blandade strategier. Om Spelare 2 anvinder sin blandade strategi far
Spelare 1 darfor samma féorvintade avkastning av att spela a som av att spela b. Pd motsvarande
sdtt far Spelare 2 samma forvintade avkastning av att spela o som av att spela 3, givet att Spelare
1 anvdnder sin blandade strategi.

Ingen av spelarna kan déarfor forbdttra sin avkastning genom att ensidigt dndra strategi. Strategi-
profilen utgor dirmed en Nashjdmuikt.

7 Applikationer av Nashjamvikt for kontinuerliga system

Vi har visat att Nash existenssats géller for dndliga spel med diskreta strategiméngder. Teorin
kan dock expanderas till begriansade kontinuerliga system vilket béattre beskriver manga verkliga
fenomen dar aktorer véljer handlingar ur en kontinuerlig méngd istéllet fér en diskret méngd. Kon-
tinuerliga system kan anvéndas fér att beskriva ekonomiska duopol, en marknad med endast tva
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aktorer, dér strategirummen ar kontinuerliga delméngder av R och dar Nashjamvikter kan existera
som rena strategier.

Det finns tre klassiska duopolmodeller som beskriver olika former av konkurrens mellan tva foretag
pé en gemensam marknad. Vi studerar hur Nashjamvikter uppstar och karakteriseras inom dessa
modeller. De tre modellerna &r Cournot-, Bertrand- och Stackelbergmodellen. De skiljer sig i nér de
agerar, om foretagen kan styra priset eller kvantitet och hur marknaden reagerar. Detta gor att de
olika modellerna lampar sig for olika marknader med olika marknadsforutsittningar. Oversiktligen
illustreras detta i féljande Tabell

Modell Strategisk variabel Timing Typisk marknad

Cournot Kvantitet Samtidigt Produktionsbegransade marknader
Stackelberg Kvantitet Sekventiellt Marknader med ledande aktor
Bertrand Pris Samtidigt Priskonkurrens, homogena varor

Tabell 2: Skillnad mellan Cournot-, Stackelberg- och Bertrandmodellen

Foljande beskrivningar av de tre modellerna baseras till stor del pa de beskrivningar som ges i [11].

7.1 Bertrandmodellen

Den enklaste modellen dr Bertrandduopol diar méngden av produkter konsumerade bestims av
produktens pris och de tva bolagen bestdmmer sitt pris vid samma tidpunkt. Modellen antar att
det foretag med lidgre produktpris erhaller hela marknaden medan foretaget med hogre pris inte
siljer ndgonting. Detta modelleras genom ett simultant spel dir varje foretag 7 € {1,2} viljer ett
pris p; € [0,00). Antag att marginalkostnaden, kostnaden for att producera en produkt, &r konstant
och ges av £. Lat vidare D(p) vara efterfragefunktionen som beskriver marknadens efterfragan vid
pris p dir D’(p) < 0. D& definieras foretags i:s avkastningsfunktion ; som

(pi =§)D(pi), pi<pj
mi(p1,p2) = § 5(pi —E)D(pi), pi = p;
0, Pi > Pj-

Framover i detta kapitel anvinds vinstfunktion och vinst i stédllet for avkastningsfunktion och
avkastning, i linje med etablerad ekonomisk terminologi. Genom eliminering av dominerade stra-
tegier, vilket &r en strategi som alltid ger légre vinst oavsett vad motstandaren gor, visar vi att en
Nashjamvikt uppstar da p; = p5 = £. Antag forst att p; > £ Da kan motstandaren vélja priset
p2 = p1 — € dér € > 0 och erhalla hela marknaden med vinst. Varje pris strikt 6ver marginalkost-
naden ¢ kan alltsd underbjudas. For p; < £ gar foretaget gar med forlust, det vill siga m < 0.
Samma resonemang kan sedan foras for Foretag 2. Den strategi som aterstar ar da pj = p5 = &.
Vi ser da enligt Bertrandmodellen att Nashjamvikt uppstar da bada foretagen later produktpriset
vara samma som marginalkostnaden. Detta fenomen kallas fér Bertrandparadoxen da detta leder
till att foretagen ej gar med vinst och skulle dérfor inte ha incitament att producera varor. For
att komma runt denna paradox brukar en utvidgad version av Bertrandmodellen anvindas dar
foretagens varor skiljer sig at i kvalitet eller varumérke och efterfragan darmed inte koncentreras
till det lagsta priset.

7.2 Cournotmodellen

Till skillnad fran Bertrandmodellen dar féretagen konkurrerar genom att sétta priser antar Cour-
notmodellen att foretagen istéllet véljer kvantiteten av produkten. Priset bestdms istéllet av den
totala producerade mingden genom den inversa marknadsefterfragefunktionen, P(Q). Den strate-
giska variabeln &dr siledes kvantitet istéllet for pris. Antag darfor att féretag i € {1, 2} producerar
méngden ¢; av produkten, da dr den totala mingden produkter pa marknaden @@ = ¢; + g2. Vi
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antar nu den linjara inversa efterfragefunktionen

P(1-&) Q<

(7)
0 Q> Qo

o

dar Py = P(0), alltsé representerar Py det maximala priset p4 marknaden och anger priset da total
produktion &r noll och kallas &ven for reservationspriset. Qg anger den totala kvantiteten vid vilket
priset faller till noll och kan tolkas som marknadens méttnadsniva. Det vill siga P(Qg) = 0. Vidare
antar vi att produktionskostnaderna &r samma for alla produkter och det finns ingen initialkostnad,
produktionskostnaden for foretag ¢ blir da £g;. Vinstfunktionen blir da

7i(q1, ¢2) = G P(Q) — £qi.

For att finna en Nashjamvikt undersoker vi vilka kvantiteter (¢7, ¢3) som maximerar vinstfunktio-
nen och ar det bésta svaret pa motstandarens val av kvantitet. Vi undersoker detta for Foretag 1
givet ett virde pa ¢z genom att underséka nir ¢; maximeras. Lat ¢ = max(q|gz), d& fas

ony .

_ 2 , =0
e (fh Q2)

P(@Q) +@P(Q)—¢=0
PO<1_@1+Q2)_@1P0_£:0

Qo Qo
%:%Q_%_f)
2 Qo o
Vi har alltsa hittat en stationdr punkt fér ¢;, om ‘962;21 < 0 ar det &ven en maxpunkt. Vi har
1
82771 R < PO >
-5 (G1,2)=—| =) <0
3(]% ( ) Qo

vilket visar att vart uttryck for ¢; maximerar vinsten for Foretag 1. Pa samma sétt 16ser vi for ¢,
givet en fixt méngd ¢ och far
@Z%@_m_f>
2 Qo R

Nashjdmvikten hittas da genom att 16sa ekvationerna for ¢; och ¢ samtidigt. Nashjamvikten

(¢i,q3) blir da
q*=q*=@ - L
1 2 3 j2)

Da ¢} = ¢3 betecknar vi detta med ¢*. Vid denna jamvikt &r bada féretagens vinstfunktion samma
och &r

P 2
m(a" ) = malgsq) = L0 (1 g) .

9 P,

Jamviktsvinsten ar strikt positiv s& lange marginalkostnaden understiger maximal betalningsvilja,
annars galler ¢f = ¢5 = 0. Vinsten &r proportionell mot marknadens storlek och avtar kvadratiskt
da kostnaden ndrmar sig reservationspriset. Resultatet visar att Cournotkonkurrens ger positiva
vinster, i kontrast till Bertrandmodellen dar jamviktsvinsten &r noll.

7.3 Stackelbergsmodellen

I Stackelbergmodellen, likt Cournotmodellen, véljer foretagen hur stor kvantitet g; de ska producera
av sin vara samt att marknadspriset for produkten bestdms enligt tidigare funktion [7]
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Skillnaden ligger ddremot i hur besluten fattas. Till skillnad fran Cournotmodellen, dér féretagen
véljer sina kvantiteter samtidigt, sker besluten i Stackelbergmodellen sekventiellt. Féretag 1, mark-
nadsledaren, bestammer forst sin produktionsniva. Dérefter reagerar Foretag 2 pa detta val och
valjer sin kvantitet som marknadsféljare. Precis som i tidigare modeller antar vi att bada foretagen
stravar efter att maximera sin vinst.

Vi 16ser spelet med hjélp av bakldngesinduktion for att identifiera en delspels-perfekt Nashjam-
vikt vilket innebér att man borjar fran slutet av spelet och rdknar bakat steg for steg for att na
Nashjamvikt. Forst bestdmmer vi Foretag 2:s bésta respons da(q1 ), for varje mojlig produktions-
niva som Foretag 1 kan vélja.

Eftersom Foretag 1 kénner till bista responsen for Foretag 2 kan vi dérefter analysera Foretag 1:s
optimeringsproblem. En Nashjamvikt fas genom att faststélla den produktionsniva som maximerar
Foretag 1:s vinst, under forutsédttningen att Foretag 2 alltid har en optimal anpassning. Foretag
2:s vinst ges da av ekvationen

m2(q1, @2) = q2(P(Q) — €),

och den bésta responsen pa ett givet val av ¢; fas genom att 16sa optimeringsproblemet for ¢o. Det
vill siga genom att maximera vinsten med avseende pa ¢o givet ¢1. Villkoret for ett maximum &r
g—gj(ql, G2) = 0 vilket ger

o =2 (1-2-5).

Om Foretag 1 viljer ¢; och Foretag 2 valjer det bésta svaret g2(q1) blir vinsten for Foretag 1

™ (g1, G2(q1)) = 1 {Po (1 - q1+5§(q1)> - E]

Rl S R
B Q D)’

Trots att Foretag 2 vet i forhand valet som Foretag 1 gor, bor det noteras att Foretag 1 &nda
kommer ga med mer vinst i slutdndan da g7 > ¢5. Detta eftersom foretaget som véljer kvantitet
forst, som marknadsledare, kan paverka marknaden genom att ta hinsyn till hur féljaren kommer
att reagera. Ledaren tar i akt foljarens bésta respons och kan dadrmed sékra en hogre vinst till
skillnad fran Cournotmodellen.

7.4 Applikation av duopolmodellerna

P& grund av modellernas strategiska variabel samt timing skiljer de sig i de typer av marknader
de dr mest applicerbara. Enligt tidigare antar Bertrandmodellen att det foretag med lédgre pro-
duktpris tar hela marknaden, att det &r en konstant marginalkostnad och féretagen sétter priset
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samtidigt. Bertrandmodellen &r sarskilt lamplig for marknader dar foretag konkurrerar genom pri-
sjusteringar snarare &n genom kapacitetsbeslut, diar produkterna ar homogena eller nara substitut,
och dér konsumenter har lag sékkostnad. Dessa forhéllanden kan ses inom bensinmacksmarkna-
den [12], d&r de empiriskt visar att bensinpriset i bensinmackar foljer en cyklisk Bertrandmodell.
Detta indikerar att efterfragan ar relativt priselastisk och sokkostnaderna &r laga. Det innebér att
pris blir den dominerande strategiska variabeln och inte icke-prisrelaterad differentiering sasom
varumarke, service eller kvalitet. Liknande strukturer kan dven observeras inom onlinehandeln dar
foretag sdtter priser strategiskt och konsumenternas val i hég grad paverkas av relativ prisniva |13].

Det bor dock noteras att ren Bertrand-jamvikt séllan observeras i praktiken da produktdifferenti-
ering, kapacitetsbegrinsningar och sokfriktioner ofta leder till positiva prispaslag. Detta positiva
prispaslag aterfinns &ven i Cournotmodellen som till skillnad fran Bertrandmodellen alltid férut-
sager positiva vinster.

Enligt tidigare antar Cournotmodellen att féretagen konkurrerar genom att vélja producerad kvan-
titet snarare &n pris. Féretagen fattar sina produktionsbeslut samtidigt och priset bestams dérefter
av den totala producerade méngden via Ekvation[7] Varje foretag internaliserar hur den egna kvan-
titeten paverkar marknadspriset men tar konkurrentens kvantitet som given. Modellen férutséatter
konstant marginalkostnad och homogena produkter.

Cournotmodellen &r sdrskilt lamplig for marknader déar produktion eller kapacitet beslutas fore
prisbildningen, dir produktionsanpassning &r trog eller kostsam eller dar marknadspriset bestdms
av det totala utbudet. Sadana férhallanden aterfinns exempelvis inom cement-och energimarkna-
der, dar foretag fattar produktionsbeslut i férviag och priset dérefter anpassas till den aggregerade
kvantiteten [14]. Empiriska studier av elmarknader har visat att kvantitetskonkurrens ofta ger en
rimlig approximation av strategiskt beteende, sérskilt nir kapacitetsbegrénsningar dr centrala [15].

I dessa marknader blir produktionsbeslut den dominerande strategiska variabeln, medan priset
snarare utgor ett resultat av marknadsbalansen &n ett direkt strategiskt val. Detta skiljer sig fran
Bertrandmodellen, dar priset sitts direkt av féretagen.

Det bér dock noteras att ren Cournot-jamvikt séllan observeras i praktiken. Dynamisk konkurrens,
asymmetrisk information, kapacitetsbegransningar och mojligheten till egen prissdttning kan leda
till avvikelser fran den klassiska modellen. I synnerhet kan sekventiella beslutssituationer snarare
motivera anvindningen av Stackelbergsmodellen istéllet for anvindningen av en simultan Cour-
notmodell.

Enligt tidigare antar Stackelbergmodellen att féretagen konkurrerar genom kvantitetsval, men till
skillnad fran Cournotmodellen sker besluten sekventiellt istéllet for simultant. Ett foretag agerar
ledare och viljer sin produktionsniva férst, medan det andra foretaget observerar detta val och dér-
efter optimerar sin egen kvantitet givet ledarens beslut. Priset bestédms, liksom i Cournotmodellen,
av den totala producerade méngden via Ekvation [7} Modellen forutsitter konstant marginalkost-
nad och homogena produkter.

Stackelbergmodellen &r sdrskilt 1amplig for marknader dér ett foretag har ett tidsméssigt eller
strukturellt férsprang, exempelvis genom stérre kapacitet, etablerad marknadsposition eller tidiga-
re intridde. I sadana situationer kan ledaren internalisera f6ljarens reaktionsfunktion och dérigenom
paverka marknadsutfallet strategiskt. Detta kan observeras pa marknader med dominerande ak-
torer, sasom OPEC-marknaden dér ett storre foretag sétter produktionsnivan och mindre aktorer
anpassar sig dérefter [9].

I dessa marknader blir timing och beslutsordning avgérande komponenter i konkurrensen. Ledaren

kan genom sitt kvantitetsval paverka marknadspriset och ddrigenom begrénsa foljarens handlings-
utrymme vilket ofta resulterar i en ledarférdel jamfoért med simultan Cournotkonkurrens.
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8 Al anvandning

I denna uppsats har Al-verktyg anvénts for textredigering, korrekturlasning och kélls6kning samt
for att sétta referensen i ratt form for loggning i kéllhdnvisningen i slutet av rapporten. Allt i syftet
att underlidtta textbearbetning. Al-verktyg har dven anvénts for Latex-formatering av tabeller,
grafer och 6vrig Latex-formatering. Al-verktyg har inte anvénts i textgenererande syfte.

A Appendix

B Brouwers fixpunktssats for specialfallet n =1

Sats B.1. Ldit ¥ C R™ wvara konvex, kompakt och icke-tom. Om T : ¥ — ¥ dr kontinuerlig sd
existerar det en fizpunkt.

Bevis. Nar n = 1 innebér det att den enda kompakta och konvexa setet, 3, dr det stdngda inter-
vallet [a, b].

Lat T : ¥ — X, om T'(a) = a och T(b) = b s& dr vi klara. Om istéllet T'(a) > a och T'(b) < b.
Lat g(z) = T(z) — x méta skillnaden mellan T'(z) och z, da &r g(a) > 0, g(b) < 0. I och med att
T'(x) ar kontinuerlig &r dven g(z) kontinuerlig. Mellanvirdessatsen séger da att det méste existera
en z* € (a,b) sa att g(x*) = 0 vilket medfor att «* &r en fixpunkt. O

C Kartesisk produkt av konvexa mangder ar konvex

Sats C.1. Om A C R™ och B C R" dr konvera méngder ir A x B C R™™ ocksd en konvex
mdngd.

Bevis. Lat p1 = (a1,b1) och py = (ag, by) tillhéra A x B. Konvexkombinationen for A € [0,1] :
Ap1+ (1= A)p2 = (Aay + (1 = A)az, Aby + (1 = A)b2)

D& A ar konvex tillhor Aa; 4+ (1 — A)ag A och d& B dr konvex tillhor Aby + (1 — A)by B. Alltsa
tillhor konvexkombinationen A x B vilket visar att A x B &r konvex. O

D Fortydligande av bevis av Nash

D.1 Varfor giller beviset endast for en begriansad mangd strategier?

Beviset av Nashjamvikt konstruerar T' sa att T' byggs upp av andliga summor ) ¢f(0)s® och

Yoo (o) och Nash ger inget argument for att dessa konvergerar i det oéndliga fallet. Vidare
forutsdtter &ven Brouwers fixpunktssats att rummet bland annat dr &ndlig dimensionellt vilket gor
att beviset med hjéalp av Brouwers fixpunktssats inte géller.

D.2 Varfor ar ¥ kompakt och konvex?

Brouwers fixpunktssats kriaver att T &r en kontinuerlig avbildning p& en kompakt och konvex
miéngd, X. I vart fall &r ¥ en kartesisk produkt av dndligt manga simplex A,,,, och vi visar att ¥ ar
kompakt och konvex. Varje simplex A,,, &r definierat av linjira bivillkor och &r ddrmed ett snitt av
slutna halvrum och ett slutet hyperplan, vilket gor A,,,, slutet. A,,, &r ocksé begrénsat eftersom det
ar konvexholjet av ett dndligt antal punkter. En &ndligt kartesisk produkt av slutna och begransade
méangder &r sjalv sluten och begrénsad, sa ¥ C R &r sluten och begrinsad. Kompaktheten féljer da
direkt av att en delméngd av R™ &r kompakt om den &r sluten och begrénsad. Konvexiteten foljer
sedan av att den kartesiska produkten av konvexa méngder &r konvex (se sats[C.1).
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